Karmasik sayi

Matematikte karmasik say1, bir gergel bir de sanal kisimdan olusan bir nesnedir. Karmasik sayilar su
bicimde gosterilirler

z=a+ib

Genel olarak karmagik sayilar i¢in "z" harfi kullanilir. a ve b sayilar1 gercel olup i =. —16zelligini
saglayan sanal birime idenir. Kimi zaman 6zellikle elektrik mithendisliginde iyerine, Jkullamlir,

Ayrica matematikte bu sayilarin uzayi Colarak gosterilir. Bu harfin secilmesinin nedeni ingilizce'de
karmagik s6zciigliniin karsilig1 olarak complex sézciigiiniin kullanilmasidir, nitekim bazi Tiirk¢e kaynaklarda
complex sdzciiglinden devsirilen kompleks sozcligiine de raslanabilir. Karmasik sayilara boyle bir adin
verilmesinin nedeni ise asagida da gorecegimiz gibi gercel ve sanal kisimlarin bir arada durmasidir.

Biitiin gergel sayilar sanal kisimlari sifira esit olan birer karmasik say1 olarak diisiiniilebilir. Diger bir deyisle
gercel sayilar, karmasik say1 diizleminde gercel sayilar ekseni {izerinde bulunurlar.

z=a+1-0eR

Bir z karmasik sayisinin gercel ve sanal parc;alarl sirastyla Re(z) ve Im(z) seklinde gosterilir. Biitiin bu
tanimlar1 ve 6zellikleri bir 6rnekte gosterelim. =2 = 4 — Tlsaylsl gercel kismi1 Re(z) = 4, sanal kismi1 Im(z)
=—"7 olan Cuzaylnda bir karmasik sayidir. Gergel sayilar, karmasik sayilarin alt kiimesi oldugu igin,
[Ruzayindaki cebrin hepsi dolayisiyla Cuzaymda da tanimlidir. Bunun disinda karmagik sayilarin bagka

ozellikleri de vardir. Ornegin bir karmasik say1 diizlemde bir vektor olarak temsil edilebilir.

Tanmim

Karmasgik sayilar kiimesi bir¢ok sekilde tanimlanabilir. Asagidaki tanimlarin hepsi birbirine esyapisaldir,
yani yapisal olarak biri digerinin yerine kullanilabilir. Bu ylizden aslinda icerik olarak farkli olan asagida
tanimlanan tiim kiimeleri ayn1 harfle gosterdik, C. Ayrica bu simge, sadece karmasik sayilar dedigimiz
ogeleri iceren bir kiime olmaktan 6tedir, lizerine tanimlayacagimiz iki tane ikili islemi olan bir cisimdir.
Ustelik bu cisim, gergel sayilarn en biiyiik cisim genislemesidir, yani gergel sayilar1 bundan daha fazla
genisletemeyiz. Gergel sayilarla karmagik sayilarin ayni kardinaliteye (6ge sayisina) sahip oldugunu da
unutmayalim.

Kartezyen uzay tanimi

Gergel sayilar kiimesinde her say1y1 lile carparsak elde ettigimiz ilRkiimesi 6nceki [Rkiimesine esyapisaldir.
Karmasgik sayilar cismi ise buradan hareketle

C=RxiR={(a,b)|a € Rvebc iR}

olarak tamimlanmus olur. Bu 2 boyutlu kartezyen uzay, Argand diizlemi olarak amlir. Eger [Ryerine
tamsayilar cismi Zalinirsa olusan karmasik tamsayilar Gauss diizlemindedir. Bu sayilara da Gauss sayilari
denir.

Karmasik sayilar, bu tanimla asagidaki gibi ifade edilir: Z € Colmak iizere;
z=(a,b)

Burada acgik¢a Re(z) = a ve Im(z) = b dir.



Cisim genislemesi tanimi

Karmasik sayilar, gergel sayilar cisminin bir cisim genislemesidir. isayisi x* + 1 polinomunun kéklerinden
biridir ve diger kokii de —lolur. Bu iki 6genin gergel sayilarla olan genislemesinin esyapisal oldugu
kolaylikla goriilebilir:

R (i) = R (—i)
Bu durumda
C=R(i)

olarak tanimlanir. Daha agik olarak, karmasik sayilar gergel sayilar polinom halkasmin x* + 1 polinomuyla
tiretilen boliim halkasidir:

C=RX]/(X*+1)={a+ib|la,beR]}

Bu boliim halkasinda X 6gesinin goriintiisii ikarmasik birimidir. Bu sayede karmasik sayilar halkas1 cebirsel
olarak kapali olur ki bu, gergel sayilarin cebirsel kapanisidir. Cebirin temel teoremi bunu gerektirir, n
dereceli her polinomun fam n kokii vardir. Biz, her karmasik saymin @ + 1bolarak ifade edildigi bu tanima
daha asindy1z.

Matris (dizey) tanimi

Karmagik sayilari, gergel katsayili 2x2'lik matrislerin bir altkiimesi olarak diisiinebiliriz. Birim sayilari
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olarak tanimlanirsa boylece her bir karmasik say1

z=a+ib=1la+ib= [ﬁ _h]
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olarak ifade edilebilir ki burada a,b & ]Eahnmmtlr. Kald1 ki
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oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde karmasik sayilar
C = IF‘E[]_, i] C M, [:]E)

seklinde tanimlanmis olur.

Karmasik sayilarda islem

Karmasik sayilarda cebirsel islemler gercel sayilarin genislemesidir. Oncelikle iki karmasik saymnn esitligini
verelim.

Esitlik



Birz = a + ibvew = c idkarmas1k sayilari i¢in
z=w ancak a = ¢ ve b = d iken gecerlidir.
Toplama
Birz = a + ibve w = c idkarmaslk sayilar1 i¢in
z+w=(a+ib) +(c+id) =(a+¢c) +i(b+d)
Carpma
Birz = a + ibyvew = c - idkarmaslk sayilar1 i¢in

2w = (a+ ib){c + id) = ac — bd + i(bc + ad)
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Bir karmasik sayi ile esleniginin karmasik uzaydaki gosterimi.

Birz = a irﬁkarma&k say1si i¢in eslenik ifadesi 1 — —idéniisimidiir ve

z=a—1b

ya da matrislerde

olarak tanimlanir.

Eslenigin cebirsel ozellikleri

. lztw)=w47z



Mutlak Deger

Birz = a ibkarmaslk sayisl i¢in

12> = 22=a” + ¥
ya da
z|? = g _2 = a® 4 b

olarak tanimlidir.
Mutlak degerin cebirsel ozellikleri

=0

. |3 | ancak z = (iken gecerlidir.

. |3 + w| < |3| + |1L‘| (licgen esitsizligi)

2w| = |

(xty) = xty
Carpimsal Ters

Bir Z = @ ibkarmaslk sayisinin tersi
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olarak ya da bir matrisin tersine uygun olarak
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oldugu goriiliir.

Bolme
Birz = a -+ ibvew = ¢ idkarmaslk sayilari i¢in

z a -+ ib

— = = (a+ib)(c+id)" ' =

(a+ib)(c—id) ac+bd

.be — ad
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